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Keplerproblem: Erhaltungsgrofien: Energie, Drehimpuls, Lenz-Runge-Vektor.

Lenz-Runge- Vektor: Herleitung aus den Gleichungen:

L = pui* x 7 = konst. (1)
R
P — =0 2
[LT—I—KJT:,’ (2)
=L 5 onst (3)
= —prr — — = konst.
2'u r

Daraus ergibt sich der Lenz-Runge-Vektor als:

KT
- —— 4
o (4)

A=7rx

=

Stofiparameter: Der Stolparameter ist definiert als

-,

b:=rsina, a ==& (7,7) (5)
Fiir den Drehimpuls ergibt sich:
|L|=p|7x7 |=prisina (6)

Da der Drehimpuls erhalten ist und 7(t = —oc) = #(t = +00), ist der StoBpa-
rameter 5
| L]
b=— 7
T (7)
fiir t = —oo gleich dem fiir ¢t = 4-o00.

Geschwindigkeit des Meteor: Die Geschwindigkeit im Unendlichen ist nicht
v = vy + C, weil das Potential zu langsam abfillt (mit 1/r). Warum?
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Statistische Mechanik:
Entropie: Die Entropie hingt aufgrund der Gibbschen Fundamentalform

dE =TdS — pdV + pdN (8)
von F/,V, N ab.

Gleichgewichtsbedingungen: Ein System im Gleichgewicht nimmt den Zustand
maximaler Entropie ein. Die Entropiefunktion

TdQ(T *dE — pd
g / Q) _ / pdV (9)
o T 0 T
ist dann maximal, wenn die 1. Ableitung gleich Null (Gleichgewichtsbedingung)
as= (2 - 2Vam 4 (B2 22 ) au =0 (10)
N T T T

und die zweite Ableitung kleiner Null (Stabilitédtsbedingung)

929 929 529
- = E?2 42 E - = 2 < 11
<8E2>Vd + (8E8V)d dV+<8V2>EdV <0 (11)

ist.

Defintion Temperatur: In der statistischen Thermodynamik:

T(E,V,N) = g—g (12)

In der phénomenologischen Thermodynamik: Man bestimmt die relative Tem-
peratur durch das Verhéltnis
n_Q

T, Q
Dabei definiert man 1 Kelvin als den 273,16ten Teil des Tripelpunkts von Was-
ser. Der Nullpunkt der Temperatur ist durch den Nernstschen Satz (sog. 3.
Hauptsatz der Thermodynamik) beschrieben, als der Punkt, an dem alle Sys-
teme im Gleichgewicht die Entropie Null haben.

(13)

Definition Druck: In der statistischen Thermodynamik:

oE

p(E,S,N) = _W

(14)

In der phdnomenologischen Thermodynamik ist er wohl als Kraft pro Flidche
(p = F/A) definiert.
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Zwangsbedingungen: (2) - holonom-skleronome: Fy,(Z) =0
- holonom-rheonome: F,(Z,t) =0
- nichtholonome: F,(Z,2,t) =0

Nichtholonome Zwangsbedingungen kann man integrieren, wenn sie in der fol-
genden Form vorliegen

f
> anj(q,t)dg; + (g, t)dt =0 (1)
=1
und auflerdem gilt:
OF}, OF},
- d b = — & 2
M0 T e ®

Notwendige (und im wesentlichen hinreichende) Bedingung dafiir ist

(9(1]%' i 3(1@' 6bk i aa/ﬂ‘ (3)
dg;  0q; ' Oq; Ot

Die nichtholonomen Zwangsbedingungen liefern auflerdem fiir festen Zeiten
noch eine weitere Bedingung an die virtuellen Verriickungen, nidmlich

!
> aidg; =0 (4)
j=1

Mit Hilfe des d’Alembertschen Prinzips Z -0Z = 0 erhélt man daraus die Glei-
chungen

doL 0L <&

%a—q] - 8_(]] - ;/\k(t)akj =0 (5)
und mit (1):
f
> ani(q,t)g; + bi(g,t) = 0 (6)
j=1

Frage: Wieviel Zwangsbedingungen sind davon jetzt nichtholonom, wieviel ho-
lonom? (vgl. zu dieser Fragestellung auch das Pohlmeyer-Skript S. 40f.).

E-Feld: Es gilt das Ohmsche Gesetz:

l
Rza (7)

wobel o die Leitfihigkeit und A den Querschnitt darstellt. Fiir einen unre-
gelmifBig geformten Korper erhilt man den Gesamtwiderstand durch Integra-

tion: . )
dl
R es —
I /0 Ao

3

(8)



Mit U = CQ = El = CQ = —CI = —C+Z— = Fl erhilt man:

Rges
EC .
+E=0 9
Roes (9)
Ob die DGL stimmt, weif ich nicht. Man erhielte jedenfalls:
__C 4
E = Ege Fges (10)

Zustandsgleichung: (4) Geg.: pV = konst. fiir T' = konst. und E = E(T). Es ist
B(T) = ng (11)

Fiir den Druck, den ein Teilchen auf eine Gefdflwand ausiibt, findet man:

F _ Ap _ Apv 12mo? pr

PTeilchen = g = ~ia = apa- Der Gesamtdruck ist also: pgesamt = §=7/
Somit ist

pV = g%mﬁj\f = %NE = NkT (12)

Clausius-Clapeyron-Gleichung: (5) Mit Hilfe dieser Gleichung kann man die
Umwandlungswérme bestimmen, d.h. die Energie, die man einem Teilchen zu-
fithren muf}, um es z.B. von der fliissigen Phase (Phase 2) in die Dampfphase
(Phase 1) iiberfiihren will.

Mit Hilfe der Maxwell-Relation

s G ou

- = = — 1
ON ONOT oT (13)
ergibt sich fiir die Umwandlungswirme ¢ = 2—]% =-T [% — %} . Aus G =
Ny folgt die Maxwell-Relation
op_10G_V »
dp NOp N
Also folgt wegen p1 — pe = 0 die Clausius-Clapeyron-Gleichung:
dp
=T(vy —v2)—= 15
q (v1 — v2) aT (15)

Die Umwandlungswiarme mufl aufgebracht werden, weil die Teilchen beim Ver-
dampfen Arbeit gegen die Anziehungskrifte leisten miissen.
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Parametrisierung beim Flichenintegral: (vgl. GroBmann, Mathematischer Ein-
fithrungskurs in die Physik, Zusammenschrieb, S. 26).
Die Fliche sei durch die Menge der parametrisierten Ortsvektoren 7(s,t) bes-
chrieben. Dann gilt fiir den infinitesimalen Tangentialvektor d7’ an die Flache:
or or
dr(s,t) = —ds + —dt 1
m(s,t) = 5ods+ (1)
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Also 1483t sich ein infinitesimales Flachenstiick darstellen als

. (OF OF

Also 148t sich ein Fliachenintegral auf folgende Weise parametrisieren:
- - - or  or
A(r) - d = [ A(7(s,t)) - | = x =— | dsdt 3
[ A0 -afe = [ At (5 5 ) as )
wobei D der Definitionsbereich der Parameter s, ¢ ist.

E-Feld einer isolierten Kugel: In bzw. auf der Kugel sei die Ladung @) verteilt.
Dann gilt nach dem Gaufischen Satz fiir den Flufl durch ihre Oberfliche:

_ [ F.aF-%
¢_LEdF ” (4)

Also erhilt man mit Hilfe der Formel fiir die Kugeloberfliche Fryge = AT R?
fiir das Elektrische Feld an der Kugeloberfliche:

1 Q

- 4meq R?

()

Das Feld im Innern der Kugel ist entweder Null (Hohlkugel) oder nimmt vom
Mittelpunkt aus proportional zu r bis zum Rand R hin zu (homogen geladene
Vollkugel).

Bringt man in die Ndhe der Kugel eine Ladung ¢, so wird auf der Kugel Ladung
influenziert. Mit der Methode der Bildladungen kann man eine virtuelle Ladung
bestimmen, die sich im Innern der Kugel mit der Ladung ¢ befinden miisse,
um zusammen mit ¢ die Influenzladung zu erzeugen. Fiir das Potential einer
geerdeten Kugel erhélt man: (vgl. Honerkamp-Romer, S. 233ff.)

L 1 q a q
0 Yy Yy r— y—2y
wobei sich ¢ am Ort ¢ befindet und ¢ = —%q am Ort y = % und a der

Kugelradius ist. Auf der isolierten Kugel mit Ladung @ wird die Ladung ¢
influenziert, der Rest (Q — ¢') verteilt sich gleichméBig auf der Oberfléiche und
erzeugt dabei ein Potential

Q+ 34
¢Ladung(T) = | Ff (7)
Also ergibt sich insgesamt das Potential
1 q a q Q+ 4

o7, 4)

dmeg \ | 7= 7| ﬂf_gg
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Kraft zwischen zwei diinnen Drdhten: Wir bestimmen das B-Feld eines unend-
lich langen Drahtes, der in Richtung der z-Achse zeigt, mit Hilfe des Biot-
Savartschen Gesetzes:

Ty 0, ) X (7= )
47 \4 ‘

A 7= 9)

=

Sei z.B. J(7) = 1§(z)d(y)es, dann ergibt sich fiir das B-Feld:

5o Lho -
B(F) = SR (10)
mit: elay) = T2V gy

Fiir die Kraft die auf ein Leiterelement di wirkt, durch das der Strom I fliefit
gilt nun:
dF =1dl x B (11)

Fiir die Kraft eines unendlich langen geraden Leiters 1 auf das Leiterelement dl
eines im Abstand R dazu parallelen, unendlich langen Leiter 2 erhélt man so:
LI

dF = —
Ho 2TR

dz (zé) + yéa) (12)

Daraus ergibt sich die Kraft pro Lingeneinheit k = %.
Man kann diese Gesetzméafigkeit auch auf eine andere Art und Weise erhalten:

Mit Hilfe des Maxwell-Gesetzes V x H = J ergibt sich:

/dﬁwxﬁ): ﬁ-dF:/dﬁ-f:I
F oF F
I

H=— 1
= 2TR (13)
Also erhalt man mit der Formel fiir die Lorentz-Kraft ﬁL —II'x B:
- I I
dF = —pg—=dl 14
o5 5 (14)

Mit Hilfe der Rechte-Hand-Regel zeigt sich, daf3 sich die Leiter anziehen, wenn
der Strom durch sie in die gleiche Richtung fliefit.

Wirmeleitung im Zylinder: Bei einem isolierten Zylinder hat man ein Neu-
mannsches Randwertproblem zu l6sen: % =0 Vt,Z € JV. Mit dem Sepera-

—

tionsansatz u(Z,t) = X (&) Y (¢t) erhédlt man aus der Wirmeleitungsgleichung
9 AA ) w(Z,t) =0 (15)
ot T

Fiir Y (t) die Losung Y (t) = Ype ™. Fiir X(Z) hat man den Laplace-Operator
in der Helmholz-Gleichung

(A+k*) X(@) =0 (16)
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in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) zu entwickeln. Aufgrund von (39) ergibt sich
(vgl. (44)): ) )
0 10 10
s ) u(p,9) =0,
<ap2%p0pkp23¢2>qdp(w
Mit Hilfe eines erneuten Seperationsansatzes ergibt sich fiir ¢ eine Funktion der
Art:

(17)

®(¢) = Crne™? (18)

Fiir die Radialvariable r ergibt sich eine Bessel-Differentialgleichung (vgl. (48)),
deren Losung Besselfunktionen sind. Die Losung fiir die Variable z ist eine Fou-
rierreihe mit den orthogonalen Funktionen cos(nx). (Kosinus wegen der Neu-
mannschen Randbedingung; bei Dirichlet nimmt man Sinus; vgl. dazu auch A.
Sommerfeld, Vorlesungen iiber Theoretische Physik, Band VI: Partielle Diffe-
rentialgleichungen der Physik, Kap. 4)

4 Blatt 22

Green-Funktion fiir Schwingungsgleichung: Eine Schwingungsgleichung hat die
Form Lz = f, wobei L ein linearer Differentialoperator ist und f eine - eventuell
vorhandene - Schwingungen erzwingende Kraft. Die Gleichung ist geltst, wenn
man eine lineare Abbildung G findet, fiir die gilt: LG = 1. Dann hat man
niimlich eine spezielle Losung der inhomogenen DGL gefunden: z(9) = Gf.
Fiir die Green-Funktion G muf} also gelten:

LGt t)=6(t—-1) (1)

Um die Greensche Funktion eines Differentialoperators mit konstanten Koeffi-

zienten N
d d\"
L|l— )= L. — 2
() =2 () ®

zu berechnen, niitzen wir die Beziehung von G zu seiner Fourier-Transponierten
aus:

1 +oo ) N o~
Gt =t) = —= / dwe ) G (w)

I

dwe™ 1) g (w) (3)

I%_OO

Da die Delta-Funktion darstellbar ist als

400 ) ,
S(t—1t) = S / dwe™ =) (4)

2 J_
folgt so: L(iw)g(w) = 1 und damit folgt fir g(w) = 1/L(iw) =: Y (iw) fiir die
Green-Funktion:

1 [t

Gl 1) = 5 / dwe™ Y (o) (5)

—00
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Normalschwingungen: Definition: Als Normal- oder Eigenschwingung bezeich-
net man eine Schwingungsform, bei der nur eine Normalkoordinate (); mit
der entsprechenden Eigenfrequenz €y, oszilliert. Alle anderen Normalkoordina-
ten sind Null. Als Normalkoordinaten bezeichnet man die Koordinaten einer
Schwingung, wenn als Basis die Eigenvektoren v(®) gewiihlt wurden:

2(t) =) Qa(t)o' (6)
a=1

Wie man jetzt die Eigenfrequenzen iiber die Energie ausrechnet ist mir nicht
ganz klar. Vielleicht spielt die Lagrange-Funktion dabei eine Rolle (vgl. Hohner-
kamp-Romer, S. 112f.). Wenn man die Hamilton-Funktion bilden wiirden und
davon das Maximum bestimmte, miifite man eigentlich die Eigenfrequenzen
erhalten.

Kanonische Gesamtheit: Keine phinomenologische Thermodynamik!

5 Blatt 7

Identitdat: Siehe Theoretikum II, Blatt 9, Aufgabe 23 (i).

Rotierende Bezugssystem: Man leitet 7(t) = R(t)+bé;(t) zweimal ab und erhilt:

m& = mf —mB —2m(§ x 7) —mQ x (9 x b) —m x (1)
(1) ) 3) (4)
(3)

—
~

Dabei ist:

(1) Tragheitskraft der Translation

(2) Corioliskraft

(3) Zentrifugalkraft

(4) Tragheitskraft der Rotation

Zur Corioliskraft: Man stelle sich vor, man werfe von einem sehr, sehr hohen
Turm einen Stein auf die Erde. Da man auf der Spitze des Turms eine sehr viel
groBere Geschwindigkeit

T=0x7 |F|>|R| (2)

als auf der Erdoberfliche (7 = Q x R) hat, wird der Stein (in unseren Breiten)
nach Osten abgelenkt abgelenkt.

Wir wollen dies nun am Formalismus nachpriifen: Im korperfesten Koordina-
tensystem zeige € nach Osten, €5 nach Norden und €3 nach oben. Wir befinden
uns auf der Nordhalbkugel, also hat € positive 2- und 3-Komponente, die 1-
Komponente ist Null. Der Stein fillt nach unten also ist ¥Usies, = (0,0, —v3),
v3 > 0. Dann erhélt man:

ﬁCoriolis = 2m(07 07 _U3) X (07 927 Q3) = 2777(7]3927 O> O)



Da sowohl v3 als auch €2y positiv sind, erfolgt die Ablenkung nach Osten.

Van-der- Waals-Gleichung: Die Van-der-Waals-Gleichung
a
P+ | Miolekiil =) = BT (3)
Molekiil

beschreibt ndherungsweise das Verhalten realer Gase. Dabei heifit a/ VI\Q/[olekiil
Binnendruck und b Kovolumen. Bei geringer Dichte sind beide vernachlassig-
bar.

Welche Gestalt mufl nun die Energie-Funktion haben? Die Gibbsche Funda-
mentalform dE = TdS — pdV liefert:

() =7 (5v),

Mit Hilfe der freien Energie-Form dF = —SdT — pdV erhilt man die Maxwell-

Relation:
DY == (2 ()
% T_ orov — \oT v

OB\ _p(op) _ _ a
av) " \er), P-v2

Da weiter 8@;—8}% = 0 folgt, also:

Also ergibt sich:

a

E:fl(T)+f2(V):f1(T)—W (5)

Energie einer Ladungsverteilung: Die Energie einer Ladungsverteilung ergibt
sich aus der Energiedichte wy = %DE durch Integration iiber das Volumen:

Wa= [ droa@ =3 [ drompn -3 [ af-Bo @

Ist V' der gesamte Euklidische Raum, so verschwindet der 2. Term.
Fiir die Energie eines magnetostatischen Feldes erhélt man aus der Energie-
dichte wagn = %H FE unter Zuhilfenahme der Umformung

V- (BxA)=(VxB)-A-(VxA)- B (7)

und der Maxwell-Gleichung rotB = Moj bei Integration iiber den gesamten
Fuklidischen Raum:

1 A T
Wonagn = 5 [ r () A7) ®)
Der Faktor % ergibt sich bei der Herleitung der Energiebilanz aus:

dA =K -dF = q(E 4+ ¥ x B) - #(t)dt (9)



(vgl. Hohnerkamp-Romer, S. 261f.)

Potentielle Energien: (vgl. Hohnerkamp-Romer, S. 267) Die gesamte elektrische
potentielle Energie ist gleich der elektrischen Feldenergie. Beim magnetostati-
schen Feld gilt hingegen:

W = —Winagn (10)

pot

Das kommt davon, dal im elektrostatischen Fall die Gesamtenergie schon durch
die elektrostatische Energie gegeben ist, der magnetische Dipol jedoch durch
eine Spannungsquelle aufrechterhalten werden muf}, die bei Bewegen des Di-
pols die auftretende Induktionsspannung kompensieren mufl und dabei Energie
abgibt.

6 Blatt 19

Binomischer Satz: Der Binomische Satz lautet:
(a—i—b)”:Z( Z) a” " o (1)
k=0

Dabei sind die Binomialkoeffizienten definiert durch:

n\ _ | mele fir k<n @)
k 0 fir k>n

Bei der Gamma-Funktion sind vor allem folgende Zusammenhénge wichtig:

> 7t z—1
I'(z) = /0 STt
MNz+1) ==z I'(x)

1) =
'n)=(n-1)!, neN
D(z+1) ~ 27z (E)x, fiir groBe x

(&

Die letzte Formel heifit Stirlingsche Formel.
(1 + )™ 148t sich also schreiben als

n n k.
> =) s (7)
_ |
pt ( k — I'(n—k+ 1)k
Da fiir k > n die Binomialkoeffizienten Null werden, kann man die Summe auch

bis unendlich laufen lassen, ohne daf} sich etwas dndert.

Schiefe Ebene: Bei einem Punktteilchen ist die Endgeschwindigkeit erreicht,
wenn gilt:
FHangabtrieb + FReibung =mgsina + mpx =0 (8)
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Rollt ein Zylinder die schiefe Ebene herunter, ist seine Beschleunigung nicht
ganz so grof}, da er noch Rotationsenergie aufbringen muf. Die Schwerkraft iibt
auf den Zylinder mit Radius R das Drehmoment

| N | = RF,sina = Mgrsina
=| L= I 9)

aus. Da der Zylinder sich nicht im freien Raum dreht, sondern auf der Ebene
rollt, dreht er sich mit w um den Auflagepunkt A, seine momentane Achse.
Nach dem Steinerschen Satz gilt fiir das Tragheitsmoment um A:

I=1Is+MR? (10)

wenn Ig das Tragheitsmoment um die Schwerpunktsachse ist. Fiir die Trans-
lationsbeschleunigung des Schwerpunkts, der sich also mit w um den Auflage-

punkt A dreht, gilt so: .
a=i=Ro=-""0 (11)
L+ wrme
Ein Vollzylinder hat Ig = %M R?, ein Hohlzylinder I¢ = M R?. Fiir den Vollzy-

linder erhélt man z.B. eine Translationsbeschleunigung von a = % gsina. (vgl.
Gerthsen, 2.3.2.)

Wendet man auf den rollenden Zylinder den Lagrange-Formalismus an (vgl.
Greiner, Band 2, Beispiel 16.1), so findet man als generalisierende Koordinaten
den Abstand s des Schwerpunkts von seiner Ausgangslage und den Winkel ¢,
um den sich der Zylinder seit Beginn des Rollens gedreht hat.

Die Zwangsbedingung lautet:

$ = Rw = Ré (12)

Da das Integral der Zwangsbedingung f = R¢ — s = 0 ist, ist sie nicht echt
nicht-holonom. Die Koeffizienten aus Gleichung (15) lauten somit:

ap =R, as=—1 (13)

Die Lagrange Funktion £ =T — U lautet:

1 1 .
L= §m$2 + §@¢2 —mg(h — ssina) (14)
Die beiden generalisierenden Koordinaten s und ¢ sind jedoch nicht unabhéngig
voneinander, deshalb kann man nicht einfach die Lagrange-Gleichungen 2. Art
bilden, sondern muf} die Gleichungen (19) benutzen: (fiir das Trégheitsmoment
wurde Ov gzylinder = %mR2 eingesetzt)

m§ —mgsina+ A =0 (15)
%R% “AR=0 (16)
Rp =3 (17)
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Das sind drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten s, ¢, A.
Man erhélt daraus:

2
§= ggsina (18)
.2
o= 5% sin « (19)
1
A= 3™M9 sin o (20)

Fiir die zusitzlichen Zwangskrifte Z7 = 22;1 Ak (t)ay; ergibt sich:
1
77 = das = —3™Mg sin «v (21)

1
Zy=dag = —ngg sin (22)

Tragheitstensor: Fir die kinetische Energie eines starren Korpers erhdlt man

aus 7"'( @ _ B+ xbp@ (Bezugssystem im Schwerpunkt):
1 =2 1
mite Ly = 3 (0B — b20() (24)

«

Wirmeleitung: Die erste Wéarmeleitungsgleichung lautet (Fouriersches Gesetz):
j@ =—-AgradT (25)

wobei A Warmeleitfahigkeit heifit.
Kombiniert man sie mit der Kontinuitétsgleichung

0 -
% + div g =0 (26)
so erhélt man mit dpg = pc d1I' die zweite Wérmeleitungsgleichung:
0 A
<——sz>T:O, k=2 (27)
ot pe
Fiir eine stationére (%—1; = 0) und eindimensionale (% = 0) ergibt sich ein

rdumlich linerarer Temperaturabfall bzw. -anstieg:

ar ar
T =T — ] (x— o= —A| — 28
0+<d:c>0 (z —z0), Jq ( x)() (28)

Pohlmeyer-Beispiele zur Wiarmeleitung:

(i) Wirmeleitendes Medium im ganzen R3:

Sei ©g die Temperaturverteilung zur Zeit t = 0. Dann lautet die Losung der
Waérmeleitungsgleichung:

() = /R3 Ba! G(F —7,1) O(a), >0 (29)
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mit der Greenschen Funktion

1 —z2 ..
G(Z,t) = (Varke)s € firt > 0, (30)
0 firt <0

die dadurch bestimmt ist, daf gilt:

(;kA>G=5@a@f> (31)

Denn es ist

(% - m) T = /]RS P’ O () <% _ k:A> G(7 —7,1)

_ /IR3 B! Oo(@) 5(1) §(F— ) =0, firt>0. (32)

(ii) Wirmeleitende Kugel mit Radius R um den Ursprung, die von einem iso-
lierenden Material umgeben ist (Neumannsche Randbedingung):
Sei wieder ©g gegeben. Mit dem Ansatz

T(#,1) = e () (33)
ergibt sich fiir K2 = % das Randwertproblem:

A+EY @ =0, |2l<r 2D _o z=r 3

Als allgemeine Losung ergibt sich:

co oo  +l

> 2 Cimn Vima(@) e (35)

n=1 =0 m=-I
mit
¢l,m,n(f) = Nl,m,n Ji }/l,m(ey ¢) (36)
(die Npmn und Cjp, p sind reele bzw. komplexe Konstanten).

(iii) Enthalte das Vj fiillende Medium jetzt Wirmequellen.
Dann gilt anstelle von (76) jetzt:

9 ;
2+ div jo =Tq (37)

wobei die Funktion I'g(#,t) die Randbedingung erfiillt. Zu lésen ist nun die
inhomogene Warmeleitungsgleichung:

(% _ kA) T(# 1) = To(@,1) (38)
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FEine spezielle Losung dieser Gleichung ist
To(Z,t) = / dt’/ B’ To@,t) G@E -t —1), (39)
0 R’
denn sie 16st die inhomogene Wirmeleitungsgleichung;:
0
— — kA | Ty (%t
(Gt ) 0 (337 )
> !/ 3,/ = 4/ a = =/ /
= di’ | d°z' To(@,t) a——kA GZ—-2,t—t)
0

R
= /O dt’ /]R3 2’ To(@,t") (& — ) 6(t — ') = Tg(&,1)(40)

~

Die allgemeine Losung ergibt sich also durch Addition dieser speziellen Losung
der inhomogenen Gleichung zur allgemeinen Losung der homogenen Wérmelei-
tungsgleichung.

7 Blatt 15

Mathematische Finstimmungsfrage:

/d3x e = /d:r/dy/dz e eV e

mit der Fehlerfunktion

2 [T
erf(x).—%/o e " dt (1)

ergibt sich also:

3. —&2 m
d’x e :?erf(:v) erf(y) erf(z) (2)
Lagrange-Mechanik:
Zwangsbegingungen (s.0.):
F,(Z,t)=0, a=1,...,s (3)
Mannigfaltigkeit:
My ={2]Ze R* F,(Z,t) =0} (4)
M= () M7 (5)
a=1
M; hat die Dimension
f =3N — 5, (6)
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d.h. das System hat genau f Freiheitsgrade.
d’ Alembertsches Prinzip:

N
Z-62=) Z;-67 =0 (7)
i=1
wobei die
0Z = : 656 = (075 or)
g_lzlaql Ql_(rlaaTN) (8)

virtuelle Verriickungen, d.h. Verriickungen tangential an die Mannigfaltigkeit,
sind.
Differentialform bei nicht-holonomen Zwangsbedingungen (s.o.):

f

D apjdg; +bpdt =0, k=1,...,5 (9)
j=1

Zur Wellengleichung:

(i) Die schwingende Saite: (vgl. Pohlmeyer-Skript, S. 47ff.)
Ein-dimensionale Bewegungsgleichung:

(1 ? 9?2

mit den Randwerten: (Dirichletsche Randbedingung)

1(0,t) = n(l,t) =0 (11)

und den Anfangswerten:

n(x,0) =uo(x),  0(x,0) = wvo(x) (12)

Die Losung ist bei Vorgabe der Rand- und Anfangswerte eindeutig bestimmt.
Eine spezielle Losung findet man mit Hilfe des Seperationsansatzes n(z,t) =
f(z) g(t), der zu den gewohnlichen Differentialgleichungen

<i266—; + k2> f(x)=0 (13)
< 12 g—; + w2> git) =0, w=ck (14)

mit den Losungen
f(z) = Cysin(kx +90), g(z) = Cysin(wt + ) (15)

fithrt, woraus sich
n(x,t) = Csin(kz + §) sin(wt + 7), C=C Cy (16)
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ergibt. Nun hat man noch die Randbedingungen zu erfiillen. Es ergibt sich
sin(0) =0 =0 = 0 und sin(kl +9) =0 = k, = T = w, = 77¢, also:

m(x,t) = Cy, sin(E

") sin(?t + ) (17)

Die k, heilen Figenwerte, die w, FEigenfrequenzen der Saitenschwingung. Die
Losungen ny,(x,t) heilen stehende Wellen.

Will man nun Losungen der Wellengleichung finden, die den Anfangs- und
Randbedingungen geniigen und die aus einer endlichen oder unendlichen Zahl
solcher stehenden Wellen

t)=2 m(z1) (18)
n=0

bestehen, so gilt der Satz, dafl die trigonometrischen Funktionen

1 .
sin z, cos, sinnx, — cosnzx, . .., (19)

Jom YRR e e s, O

ein vollstédndiges orthonormiertes Funktionensystem bilden, d.h. es ist

N
ap .
n(z,t) = 5 + z_:l(an cosnx + by, sinnz) (20)
mit den Koeflizienten
1 2
an = — dz cos(nx) n(x,t) (21)
T Jo
1 2
by, = —/ dz sin(nzx) n(z,t) (22)
T Jo

(i) Die schwingende Membran: (vgl. Pohlmeyer-Skript, S. 50ff.)

Sei ¢ = ((z,y,t) die Auslenkung der Membran in der z — y-Ebene, p die pla-
nare homogene Massendichte und o = konst. die Spannkraft pro Ldngeneinheit.
Die potentielle Energie ist dann gegeben durch E,,; = o - AF, wobei AF' die
Flacheninderung gegeniiber der Ruhelage ist. Die zwei-dimensionale Bewegung-
sgleichung lautet:

————— 7) C(.’E,y,t) = 0’ c= N (23)

mit den Randwerten: (Dirichletsche Randbedingung)
((z,y,t) =0 fiir (z,y) € 95 (24)
und den Anfangswerten:

C(xv Y, 0) = Uo(l',y), C(x7y70) = UO('%'? y) (25)
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Mit Hilfe des Seperationsansatzes

C(xa Y, t) = ¢(x, y) X(t) (26)

erhélt man die beiden Differentialgleichungen:

1%, 9
Zap K ) x=0, (A+k*) x=0, (27)

Die Randbedingungen schlielen das Minuszeichen aus. Fiir die erste Diffferen-
tialgleichung ergibt sich:

x(t) = Csin(wt +9), w=ck (28)

Die Differentialgleichung fiir ¢) hat in jedem Fall die triviale Losung ¥ = 0. Um
weitere Losungen zu finden, schauen wir uns einige Spezialfélle an:

a) Die rechteckig eingespannte Membran:
Der erneute Seperationsansatz

P(x,y) = X(2)Y (y) (29)
fiir auf die Gleichungen:
X"+ kX =0 und Y'4+kY =0 (30)
mit den beiden Losungen:
X(x) = Asin(kiz +61) und Y (y) = Bsin(kay + d2) (31)

Die Randbedingungen der rechteckigen Membran
X(0)=X(a)=Y(0)=Y()=0 (32)

ergeben die Phasen §; = d2 = 0 und die Eigenwerte k1 = ky1 = 7n1 und
ks = kn2 = Jno und damit die Eigenfunktionen

™ ™

Pntna (i, ) = \/% sin(ms =) sin(n "), (33)

die mit Hilfe des Skalarprodukts

a b
< wnl,nQa wnl’,n2’ >i= / / dx dy wnl,nQ(x7 y) wnl’,nQ’ (.%, y) = 6n1n1’ 5n2n2’
0 0

(34)
normiert sind. Fiir die Eigenwerte ergibt sich:

b=\ Ji2, 1 k2, — \/r@ (5) +n3 (2)° (35)

Die Eigenschwingungen der rechteckig eingespannten Membran lauten somit:

) T . T _
Cnin2(2,y,t) = Cpip2 sin(ng Eﬂf) sin(ng E?/) sin(wn1,n2t + Yni,n2) (36)
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Fiir die Grundfrequenz n; = ng = 1 findet man (v = 5= = S—fr)
c |1 1

b) Die kreisférmig eingespannte Membran:
Der Rand der Membran sei ein Kreis mit Radius R um den Ursprung. Zunéchst
fithrt man Polarkoordinaten #(p, ¢) ein. Der Gradient bzw. Laplace-Operator
in Polarkoordinaten lautet:
€, 0 € 0 &, 0
d=v2 Y  fw T 38
gra gu0u+gv80+gw ow (38)

_ 1 10 (909w O\ | O (gugw O\ | O (Gugy O
A= JuGvGuw [au < Gu au) * v < 9v av) * ow < Guw aw):| (39)

or | or

wobei €, = 3 |aalw Y (40)

und g, = % ,  USW. (41)
cos ¢ 9 1 —sin ¢ P

also: grad= | sing | — + — cos ¢ — (42)
0 o p 0 o

? 10 1 9
A= 42929 4
und 92 pop T 205 (43)

Also ergibt sich die Differentialgleichung;:

2 2
<8 19 10 (44)

37+ 5t ) VPO

Die mit Hilfe des Seperationsansatzes 1(p.¢) = f(p) g(¢) auf die beiden Glei-
chungen:

g’ +m?g =0, mitm?=k?p? (45)
und )
1
praar (=) =0 (46)
p P

fiihrt. Die erste Gleichung hat die allgemeine Losung:

f 0mld) = Ammcos(mé), m=0,1,2,...
910) = { G2m—1(¢) = Agm—18in(me), m=1,2,3,... (47)

Die zweite Gleichung fiihrt mit den Abkiirzungen z = kp und F(kp) = f(p) auf
die Besselsche Differentialgleichung:

1 2
Fro-ry(1-2 ) Fr=o, (48)
z 22
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fiir die man mittels Potenzreihenansatz die Losung F(z) = B, Jp(z) erhilt,
wobei Jp,(2) die Besselfunktion m-ter Ordnung ist.
Als FEigenfunktionen erhilt man also:

Nomndm cos(me), m=0,1,2,...

Y(p,d) = { Nom-1ndmsin(me), m=1,2,3,... (49)

wobei die N geeignete Normierungskonstanten sind, die man mit Hilfe des Ska-
larprodukts findet.

(iii) Schallwellen in Gasen:

Es ergibt sich die dreidimensionale Wellengleichung fiir das Geschwindigkeitspo-
tential ®, das durch §= V® und p= —po%—? gegeben ist, wobei § die Schnelle,
d.h. die Geschwindigkeit eines Massenpunktes ist:

1 92 H? 52 92
v v v > _
<C2 ot? ox2 8y2 922 ) (337 Y, z, t) 0 (5())

Als Randbedingung gelte: (5), = g—i = 0 auf dem Rand 0V (Neumannsche
Randbedingung)

Mit dem Seperationsansatz ®(Z,t) = (&) x(t) folgt c%% + k2 — % - k=0,
woraus die beiden Gleichungen

1
gxiﬁxzo1md(Aik%¢:o (51)

erhilt. Da die Randbedingungen das Minuszeichen ausschlieflen, erhélt man
(k=)
x(t) = Csin(wt + ) (52)

Die zweite Gleichung 16st man durch Einfiithren von Kugelkoordinaten:

rsin 0 cos ¢
Z= | rsinfsing¢ (53)

rcosf

Den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten kann man sich aus Gleichung 39
herleiten. Es ergibt sich:

W+2a ],6_98+ 1 9
o2 T ror T r2sm006° 90 " r2sin2e 0¢?
92 20 1 4

oz a2t (55)

Der zweite Seperationsansatz U(r,0,¢) = g(r) V(0, ¢) liefert mit A(\ + 1) =
r?k?):

A= (54)

L2Y(0,6) = A(A+1) V(0. ) (56)
¢+§d+<ﬁ—3%}3>gzo (57)
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Die Gleichung 56 16sen wir mit Hilfe eines dritten Seperationsansatzes: ) =
O(¢) ®(¢), ¢ = cosb. Das ergibt:

" +m?d =0, m?=k*1-¢% (58)
und p p )
2 m _
{d—c(l—g)d—c+<)\()\+1)—1_g2>}@—0 (59)

Fiir Gleichung 58 ergibt sich sofort die Losung:
®(¢) = Cppe’™?® (60)

Gleichung 59 stellt die verallgemeinerte Legendre-Gleichung dar. Die Losungen
P/™ (sei ab jetzt [ := \) dieser Gleichung erhédlt man aus den Losungen Py der
Legendre-Differentialgleichung

(1= )P (¢) =P (¢) + AA+DF(() =0 (61)
durch m-maliges Differenzieren:

m| dl™
2

P = (0=

Fi(¢) (62)

Mit Hilfe des Potenzreihenansatzes F;(¢) = >.,”;an,(" und der Normierung
P;(1) = +1 erhélt man die Formel von Rodrigues:

1 d

= gaa &~V (63)

Fi(¢)

Die P, heilen Legendre-Polynome vom Grad l.
Als vollstandige Losung der Gleichung 56 fiir die Winkelvariablen erhélt man
mit 60 die sogenannten Kugelfunktionen:

20+ 1 (1 —m)! ;
Y(6.0) =Yin(0,0) = |2 T Preoso e (o

mit: [=0,1,2,... -1 <m <+l
Figenschaften:
View= (1" Y5, (65)
YVim(r —0,0+m) = (=1)" Yi,n(0.¢) (Raumspiegelung) (66)
< Yim, Yirm >= 06mm  (Orthonormalsystem) (67)

Aus Gleichung (57) fiir die Radialvariable r erhilt man mit Hilfe der Substi-
tution g(r) = % und kr = z wieder eine Besselsche Differentialgleichung,
diesmal mit dem Index (I + 3): (vgl. Gleichung 48)

dz2 z

2
® piyt %i Fl2) + (1 - @) F(z) =0, (68)
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die die Losung
F(z)=A Jl+% (2) (69)

mit der sphdrischen Besselfunktion

T J1(2)
Ji(z) = \fQ . (70)

besitzt. Also besitzt Gleichung (57) die Losung:
F(z) AZJH-%(Z) \/5 )
g(r) 7 NG nf —aiz) (71)

Die allgemeine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung lautet somit:
(vgl. Gleichungen (52), (64), (71))

(Z,t) = Crmn J1(kPT) Vi (0, ¢) sin(wPt + yim.0) (72)
wobei k:g ) und w,(f ) die jeweiligen Eigenwerte sind.
Ein Anfangswertproblem 16st man, indem man die Fourier-Koeffizienten der An-
fangswerte berechnet, daraus die Koeffizienten Cj ,, ,, bestimmt, und schliellich
® durch Aufsummieren iiber n, [, m berechnet (lineare Superposition).
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Zusammenfassung der Vorgehensweise beim Losen der
dreidimensionalen Schwingungsgleichung:

1) Fiir welche Variable gilt die Schwingungsgleichung? (Geschwindigkeitspo-
tential @, ---)

2) Erster Seperationsansatz: ®(Z,t) = x(¢) ¥(Z) (Trennung der Zeit- und Orts-
variablen)

3) = Losung fiir Zeitvariable: x(t) = C'sin(wt + )

4) Zum Losen der Helmholtz-Gleichung (A + k?) +(%): Einfiihrung von Kugel-
koordinaten

5) Zweiter Seperationsansatz: U(r,0,¢) = g(r) Y(0, ¢) (Trennung von Radial-
und Winkelvariablen)

a) Dritter Seperationsansatz: Y (0, ¢) = O(() ®(¢) (Trennen der Winkelvaria-
blen)

b) Fiir g(r) ergibt sich durch Substitution die Besselsche DGL

6) = Losung fiir Variable ¢: ®(¢) = C,e™™?

7) = fiir ¢ ergibt sich die Legendre-DGL, deren Losung sich als Linearkombi-
nation der P/™ ergibt.

8) = Losung fiir die Winkelvariablen: die Kugelfunktionen Y; ,,, (6, ¢)

9) Losung der Bessel-DGL fiir die Radialvariable (siehe 5b): die sphérische Bes-
selfunktion j;(kr)

10) Zusammensetzen der Gesamtlosung: vgl. Gleichung (72)

8 Blatt 23

Bahnkurve im R? durch Parameterdarstellung: siche Volker

Eigenschaften der §-Funktion:

/+OO dz 6(x — z0)p(t) = ¢(to)Definition (1)
to(x) =0 (2)
6(x) = 6(—x) (3)
O'(z — z0) = §(x — x0) (4)
5(ax) = ﬁé(m) (5)
~ §(a) = ﬁé(f), 7R (6)
1
(g(z)) = Zl: W5($ — ;) (7)
St—t)= % /+00 dw =) (8)

wobei die ¢; die Nullenstellen von g sind und

0 fur t<O0
@'_{1 fir ¢>0 9)
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FEine runde Leiterschleife mit Radius 7o in der x-y-Ebene 148t sich folgender-
maflen durch eine é-Funktion beschreiben:

I(P) =T8¢ x76(7|—r) (10)

Entropiedefinition in der phdnomenologischen Thermodynamik:

P
/ 6Qreversibel

sp)= [ = (11)

wobei Py der Zustand des Systems im absoluten Nullpunkt ist.

1. Hauptsatz der Thermodynamik: Die Konstruktion eines perpetuum mobile 1.
Art (verrichtet Arbeit ohne Energie aus duerer Quelle) ist unmoglich.
= die Energie ist Zustandsgrofie

2. Hauptsatz der Thermodynamik: Die Konstruktion eines perpetuum mobile 2.
Art (Erzeugung von Arbeit blofl durch Abkiihlung der Umgebung) ist unmoglich.
= die Entropie eines abgeschlossenen Systems nimmt niemals ab und erreicht
im Gleichgewicht ihr Maximum.

3. Hauptsatz der Thermodynamik: (Nernstscher Satz) Im absoluten Nullpunkt
ist die Entropie fiir alle Systeme im Gleichgewicht Null.

0. Hauptsatz der Thermodynamik: Systeme befinden sich genau dann im ther-
mischen Gleichgewicht, wenn ihre empirische Temperatur T gleich ist. Grolere
Werte von T entsprechen warmeren Zusténden.

Thermische und kalorische Zustandsgleichung: Will man in der ph&nomenolo-
gischen Thermodynamik ein thermodynamisches Potential bestimmen, so kann
man es nicht aus der mikroskopischen Wechselwirkung berechnen, sondern mufl
eine der beiden Funktionen messen:

a) die thermische Zustandsgleichung p = p(T,V) oder

b) die kalorische Zustandsgleichung F = E(T)

vorausgesetzt, die Teilchenzahl N sei konstant.

Man kann nun aus thermischer und kalorischer Zustandsgleichung die Entropie
berechnen, denn es gilt:

as

_dE+pdV 1 (8E(T)

T i a7 dT + p(T,V) dV> (12)

Bei adiabatischen Zustandsinderungen gilt: 6QQ = 0
NkT

mit: F = gNkT folgt daraus:
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3dT AV _
2T Vo
= T3V = konst. (14)

0 (13)

Fiir die Entropie erhélt man daraus mit (12) und dem idealen Gasgesetz:

S T \4
T
5—50:/ as= [ 3L [ Y
5 R A A 7
3
= Nk(InT2V — InT2Vj) (15)

Kapazitit eines Kugelkondensators: Wegen des Gauflschen Satzes ist das Po-
tential einer kugelférmigen Ladung;:

_ Q1

 dwey 1

(16)

Fiir einen Kugelkondensator mit den Radien R; und Ra(> R;) ergibt sich also:

_Q__Q ORlRQ
U  ¢1—9¢2 Ry — Ry

Kapazitit eines Zylinderkondensators: Berechnung des Potentials mittels des
Gaufischen Satzes: (Sei A die Ladungsdichte in Coulomb pro Meter)

= 47e

(17)

/ F.ai-% (18)
€0
A =27rl
= F - 2nrl = ﬁ
€0
A
E = 1
= 2meqr (19)
== g Inr (20)

Fiir den Zylinderkondensator mit den Radien R; und Ry(> R;) ergibt sich so:

c=—=2 =2r¢g— (21)
Van-der- Waals-Gas: Der Ubergang von realem zu idealem Gas findet statt,
wenn man das Volumen ausreichend vergréflert. Dann spielen ndmlich die Wech-

selwirkungen zwischen den Teilchen und ihr Eigenvolumen kaum mehr eine
Rolle. (Zu den iibrigen Fragen siche oben)

9 Blatt 16

Fourier-Reihe: Jede Funktion f(z) ist darstellbar als Fourier-Reihe:

00 '
fl) =) ™, (1)

k=—o00
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mit den Fourier-Koeffizienten

T
o= /0 dw =0 () (2)

z.B. ¢g berechnet sich hier:

1 (7 11 1 2m
co = T/o cos’ z BCECh o [233 + 1 sin 23:} .
1 1

1
—§<W+1'0>—§

Die Integration der ¢ fiir £ > 0 ist schwierig und im Endeffekt kommt auch
nur das Additionstheorem

1
cos’ x = 5(1 + cos 2x) (3)
heraus.
d’Alembertsches Prinzip: ,Zwangskréfte leisten keine Arbeit“ (s.o.)

Randwertprobleme der Elektrostatik: Zu losen ist die Poisson-Gleichung:

ag(r) = - 20 (4)

€0)

Da dies eine inhomogene DGL ist, bendtigt man eine Green-Funktion, die der
folgenden Bedingung geniigen muf3:

ANG(F,7) = —4nd(F — 7) (5)

Wegen Al = —476(r) findet man:

G, 7) = TEra F(7,7) (6)

mit A'F(7,7) = 0. Aus der 2. Greenschen Identitét
9y 9¢
d3 / A/ _ A/ — dF/ — T =
[ aron-uno = [ ar(ogh - vit) @
erhélt man mit Hilfe der Poisson-Gleichung (4) ¢(7): fur G = ¢

o) = [ @ GG A7) _ L | ar <¢(ﬂ)—8Gg’m —G(f,mazfj)>

€0 47

Hat man nun ein Dirichletsches Randwertproblem (¢ auf dem Rand von V
gegeben), so wihlt man die Dirichletsche Greensche Funktion:

Gp(F,7) =0, V7 €dV (9)
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In Gleichung (8) féllt dann im letzten Integral der zweite Term weg.
Hat man es mit einer Neumannschen Randbedingung (Normalenableitung 8—i
auf dem Rand von V gegeben) zu tun, so wihlt man die Neumannsche Greensche

Funktion:

OGN(T, ™) 1 4w
—ow  — Vi’ € OV (10)
Man kann nicht %Ci ! 20 fordern, denn das stiinde im Widerspruch zu:
= o
/ At AL / B NGy (7 ) = —4r (11)
ov on' v

Fiir das Potential ergibt sich also mit Neumannscher Randbedingung;:

_ 3,./ - p(fy) 1 ! - a‘b(fj) 1 ! —
qﬁ(r?‘)_/vdr G(7,7) = —i—E/avdFGN(T,?") o +F/avdF o(7)

(*)

(12)
wobei (x) der Mittelwert von ¢(7) auf dem Rand von V ist.
Noch eine Bemerkung zu Gleichung (6): Der erste Term auf der rechten Seite
erzeugt das Potential einer Punktladung:

1 1

c|F—7|

¢Punktladung (7?’ Fl) - (13)

wahrend der linke Term das Potential erzeugt, das von den influenzierten La-
dungen hervorgerufen wird:

e
¢Influennzladung = %F(rﬂﬂ) (14)

Potential auf Leiteroberfliche: Das Potential auf einer Leiteroberfliche ist im-
mer konstant, da solange Strom flieit, bis sich eine Ungleichgewicht ausgegli-
chen hat.

10 Blatt 14

Ableitung von Arkussinus: Sei y(z) = arcsin z. Gesucht ist die Ableitung y/'(x):

. . x
y =arcsinx = x=siny = g sy
Y

dy 1 1 1 1

dr  cosy cos(arcsin(z)) /1 — sin?(arcsin(z)) V1 =22

(1)

Lagrange-Methoden: Bewegungsgleichung:

—

mii(t) = K(F(t)) + Z(t) (2)

wobei Z(t) die Zwangskrifte des jeweiligen Problems sind.

26



1) Lagrange-Methode 1. Art:

- Zwangsbedingungen: F, =0

- da sowohl die Zwangskréfte als auch die Gradienten der Zwangsbedingun-
gen senkrecht auf der Mannigfaltigkeit steht, auf die das Problem durch die
Zwangsbedingungen eingeschrénkt ist, kann man die Zwangskréif_‘)ce als Linear-
kombination der Zwangsbedingungen ausdriicken: Z = >"° _| \,VF,

- also ergeben sich die Bewegungsgleichungen:

mi(t) = —VU(7(t),t) + Z AoV Fy( (3)
Fo(7(t), )_o (4)

Beispiel: Sphérisches Pendel: Zwangsbedlngung F=|7|-l=0
= Bewegungsgleichungen: m# = mg + )\r und | 7| =1 =0

2) Lagrange-Methode 2. Art:

- Einfiihrung geeigneter Koordinaten, die die Zwangsbedingungen erfiillen
- Aufstellen der Lagrange-Funktion £L =T — U

- Berechnung der Lagrange-Gleichungen 2. Art:

d oL 0L

T ©)

- bzw. Multiplikation der Bewegungsgleichungen (2) mit den Tangentialvektoren

g; und dadurch Elimination der Zwangskréfte:
07 - ou
—  mr=—— 6
aQi a(h ( )

Beispiel: Sphérisches Pendel: Bewegungsgleichungen:
- [Or L [or
i () =7 (55) "

i (%) i (§—¢) (8)
0

mit: g=1| 0
g
Setzt man in die Gleichungen ein, so erhilt man wieder:
6 — $*sinfcosf = —gsinf 9)
¢sin? 0 4 2¢fsinf cosf = 0 (10)
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Virialsatz: Mittelwert einer beschrankten Funktion:
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Herleitung:

N . a N N
ViU

+a N
oT :ai%%[sz 7 +Zﬁ- \1 (3)

—a i=1

Ist Zf\; | Pi - 7 beschrénkt in der Zeit, gilt
N

oT =Y 7 -V,U (4)

wobei die tiberstrichene Grofle Virial heifit.
Ist U homogen von Grade k, d.h. U(aZ) = o*U(2), gilt:

0 . 0 . . Ao .
aaU( S afN) = 8aakU(r1,...,rN) = ko WU(R, .. FY)
Z U dari _ -~ 0U )
dar;, da — dar;,
Fiir o = 1 ergibt sich die Fulersche Gleichung:
N
> ViU = kU (6)

i=1

Beispiele sind das Kepler-Potential U(r) = £ mit k = 1 oder das Schwingungs-
Potential U(r) = 3D mit k = 2.

Vorsicht: Fiir das Potential k = —2 erhielte man T = —U, also die Gesamtener-
gie E = E =T + U = 0, was natiirlich Unsinn ist, denn die Voraussetzungen
fiir den Virialsatz, Beschréinktheit von Zfi 1 Di - T3 sowie der gemittelten Gréfien
T,U, sind nicht erfiillt: Fiir eine abstofendes Potential sind die Bahnen nicht
gebunden, fiir ein anziehendes Potential ndhern sich die Teilchen derart, das T
und U unbeschrénkt sind.

Viererpotentiale: Aus

V- B(ft)=0 (7)
folgt: Es gibt ein Potential A(7,t) mit
B(7,t) = V x A(7,1) (8)
Aus ~ B
0=V x Bty + 220D — G | gy + P40 (©)
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folgt, dafl es ein Potential ¢ gibt mit

. OA(F, .
B0+ 22D G
= E(Fa t) = _ﬁd)(f’a t) - 8A(.(;:t)

(¢, A) heiBt Viererpotential.
Unter den FEichtransformationen:

A A4+ VA, A=A(F 1)

OA
T

(12)
(13)

bleiben E(7,t) und B(7,t) jedoch unveréindert. Setzt man die Potentiale in die

beiden anderen Maxwell-Gleichungen (divE = £ und rotB — C%E = poJ) ein,

so erhalt man:

J= - 7t
~Ag(7 1) — 09 Argy = 2D
€0
1 92 (e o 1 09 (7,t)
(éw‘Q VPA HRERT
Definition: Sei 52
1
a2 A

der d’Alembert-Operator. Nun hat man zwei Moglichkeiten:

newl i) Man fithrt die Lorentz-FEichung durch:

V- A(F, )+la¢(r .t

!
=0
2 Ot

aus. Dann erhélt man fiir die Potentiale die Wellengleichung:

04 = poJ, D¢=§

Das Viererpotential ist bis auf [JA = 0 festgelegt.
ii) Man fithrt die Coulomb-Fichung durch:
VA ) =0

Dann ergibt sich aus (14):
—Ap =

SRS

Setzt man die Eichtransformierten von ¢ und Ain Gleichung (1

marnn:

L /10 3}
DA—V(Qatd) AA) HoJ
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(20)

5) ein, so erhéilt

(21)



Legt man nun das Viererpotential auf AA fest, ergibt sich:
. . .19 .
UA = ,UOJ + Vc—Qaqb = MOJtransversal (22)
Zur letzten Umformung: siche Greiner, Theophysik Bd. 3, S. 377f.

Entropieinderung: Fiir isotherme Zustandsénderungen (d7" = 0) gilt aufgrund
von (12):

T
as = 2L V) T’V) v (23)
V' Nk 174
S—Sy= | “Z4V = Nkln— 24
" /V ” - (24)

Der Weg giinstigste Weg ist wohl der Carnot-Proze83, der aus isothermen und
adiabatischen Zustandsdnderungen besteht. Bei den isothermen Zusténdsénde-
rungen gilt fiir die Entropie Gleichung (24), fiir adiabatische Zustandsénderun-
gen: (s.0.)
3
S — Sy =Nk(InT2V — InT2 Vp) (25)

Der Weg auf dem Blatt besteht aus einer isochoren (dV' = 0) und einer isobaren
(dp = 0) Zustandsénderung. Fiir die isochore Anderung gilt:

' 3 Nk 3 T
S—SO:/ S0 0r = SNk In =2 26
m 2T 2 To (26)
Fiir isobare Anderung erhilt man wegen £= %:
23Nk V2 Nk Vs
S —5 = ——dT' + —dV = Nk In—+1In— 27
0 /T1 2T /V1 % ( + Vl) 27)

Christof Degenhart

30



	Blatt 1
	Blatt 3
	Blatt 8
	Blatt 22
	Blatt 7
	Blatt 19
	Blatt 15
	Blatt 23
	Blatt 16
	Blatt 14
	Blatt 4

